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Was ist eine Konstruktion mit Zirkel und Lineal?

Gegeben seien Punkte in der Ebene.

Sie dürfen

mit einem Lineal eine Gerade einzeichnen, auf der zwei Punkte liegen.

mit einem Zirkel einen Kreis um einen Punkt schlagen, dessen Radius
der Abstand zweier Punkte ist.

Konstruierte Punkte

Entstehen dabei Schnittpunkte von Geraden und Geraden,
Geraden und Kreisen oder Kreisen und Kreisen, so gelten diese Punkte
als konstruiert und dürfen für neue Konstruktionen verwendet werden.
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Berühmte Konstruktionsaufgaben

α

Gegeben sei ein Winkel α. Konstruiere den Winkel α
3 !

Gegeben sei ein Kreis mit Radius r . Konstruiere ein Quadrat mit
gleichem Flächeninhalt!

Gegeben sei eine natürliche Zahl n. Konstruiere das regelmäßige n-Eck!
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Die Konstruktion des regelmäßigen Fünfecks
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Schon die alten Griechen beschäftigten sich mit Konstruktionsproblemen.
Diese Tabelle gibt eine Übersicht, welche n-Ecke sie konstruieren konnten.

n 3 4 5 6 7 8 9

n-Eck konstruierbar? ja ja ja ja ? ja ?

10 11 12 13 14 15 16 17 18 · · ·

ja ? ja ? ? ja ja ? ? · · ·

Danach gab es in dieser Frage etwa 2.000 Jahre lang keinen Fortschritt.
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Carl Friedrich Gauß
(* 30. April 1777 in Braunschweig, † 23. Februar 1855 in Göttingen)
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Satz (Gauß, 1796)

Das regelmäßige Siebzehneck ist mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

“Der Tag war der 29. März 1796, und der Zufall hatte gar keinen Anteil
daran. [...] Durch angestrengtes Nachdenken über den Zusammenhang aller
Wurzeln untereinander nach arithmetischen Gründen glückte es mir, bei
einem Ferienaufenthalt in Braunschweig am Morgen des gedachten Tages
(ehe ich aus dem Bette aufgestanden war) diesen Zusammenhang auf das
klarste anzuschauen, so daß ich die spezielle Anwendung auf das 17-Eck und
die numerische Bestätigung auf der Stelle machen konnte.”

aus einem Brief von Gauß an Christian Ludwig Gerling (1788–1864) aus
dem Jahr 1819
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Nach diesem Durchbruch war die Frage nach der Konstruierbarkeit des
regelmäßigen n-Ecks bald vollständig gelöst.

Satz (Gauß ∼1798, Wantzel 1837)

Sei n ≥ 3 eine ganze Zahl. Das regelmäßige n-Eck ist genau dann mit Zirkel
und Lineal konstruierbar, wenn n von der Form n = 2k · p1 · · · pl ist, wobei
p1, . . . , pl paarweise verschiedene Fermatschen Primzahlen bezeichnen.

Eine Fermatsche Primzahl ist eine Primzahl p der Form p = 22
m

+ 1.

Für m = 0, 1, 2, 3 und 4 ergeben sich p = 3, 5, 17, 257 und 65.537.

Diese fünf Zahlen sind tatsächlich Primzahlen. Ob es noch mehr
Fermatsche Primzahlen gibt, ist unbekannt.

Gauß zeigte, dass die Bedingung n = 2k · p1 · · · pl hinreichend ist und
behauptete auch die Notwendigkeit. Beweis durch Wantzel.
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regelmäßigen n-Ecks bald vollständig gelöst.
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Sei n ≥ 3 eine ganze Zahl. Das regelmäßige n-Eck ist genau dann mit Zirkel
und Lineal konstruierbar, wenn n von der Form n = 2k · p1 · · · pl ist, wobei
p1, . . . , pl paarweise verschiedene Fermatschen Primzahlen bezeichnen.

Eine Fermatsche Primzahl ist eine Primzahl p der Form p = 22
m

+ 1.

Für m = 0, 1, 2, 3 und 4 ergeben sich p = 3, 5, 17, 257 und 65.537.
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Die Tabelle der alten Griechen können wir nun vervollständigen.

n 3 4 5 6 7 8 9

n-Eck konstruierbar? ja ja ja ja ? ja ?

10 11 12 13 14 15 16 17 18 · · ·

ja ? ja ? ? ja ja ? ? · · ·
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Die Tabelle der alten Griechen können wir nun vervollständigen.

n 3 4 5 6 7 8 9

n-Eck konstruierbar? ja ja ja ja nein ja nein

10 11 12 13 14 15 16 17 18 · · ·

ja nein ja nein nein ja ja ja nein · · ·
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Was steckt hinter dem Konstruierbarkeitssatz?

Die Lösungen der Gleichung z17 − 1 = 0 bilden ein regelmäßiges 17-Eck in
der Gaußschen Zahlenebene. Gauß fand die x-Koordinate des ersten
Punktes oberhalb der eins.

1

16

(
−1 +

√
17 +

√
2(17−

√
17)+

+ 2

√
17 + 3

√
17−

√
2(17−

√
17)− 2

√
2(17 +

√
17)

)
.

Punkte, deren Koordinaten nur durch Grundrechenarten und
Wurzelziehen aus ganzen Zahlen entstehen, können konstruiert werden.
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aus Gauß’ Disquisitiones Arithmeticae (1801) in “Carl Friedrich Gauß - Werke, Erster Band, herausgegeben von der

Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen 1863”, deutsche Übersetzung herausgegeben von H. Maser (1889)
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Für die vollständige Lösung in moderner Sprache benötigt man Mittel
der sogenannten Galoistheorie (ca. 3. Semester).

Gauß hatte theoretisch gezeigt, dass die Konstruktion des 17-Ecks
möglich ist. Eine erste praktische Anleitung wurde von Johannes
Erchinger 1825 veröffentlicht.
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Eichingers Konstruktion des Siebzenecks
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Für die x-Koordinate des ersten Punktes des 257-Ecks ergibt sich
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Und das ist nur Seite 1 von 36. Ausdruck erstellt mit Mathematica von Dr. Bernd Winter.
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Für die x-Koordinate des ersten Punktes des 257-Ecks ergibt sich
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Und das ist nur Seite 1 von 36. Ausdruck erstellt mit Mathematica von Dr. Bernd Winter.
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Und das 65.537-Eck?
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“Auf das 65.537-Eck hat Herr Prof. Hermes in Lingen 10 Jahre seines Lebens
verwandt, um alle nach der Gauss’schen Behandlungsweise vorkommenden
Wurzeln etc. genau zu untersuchen. Das äusserst fleissige Diarium wird in
der Sammlung des mathematischen Seminars zu Göttingen aufbewahrt.”
aus Felix Klein, “Vorträge über ausgewählte Fragen der Elementargeometrie”

ausgearbeitet von F. Tägert, 1895
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Johann Gustav Hermes

* 20. Juni 1846 in Königsberg, † 08. Juni 1912 in Bad Oeynhausen.

Studium in Königsberg, 1872 Staatsexamen in Mathematik.

Promotion am 05. April 1879.

Bereits seit 1873 Arbeit als Gymnasiallehrer in Königsberg, danach in
Lingen und Osnabrück.
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Am 04. November 1879 beginnt Hermes mit seinem “Diarium zur
Kreisteilung”, in der er die zur Konstruktion des 65.537-Ecks
zugehörigen Berechnungen explizit ausführen will.

Zehn Jahre später ist er fertig. Eine Zusammenfassung wird 1895 in
den “Nachrichten von der Gesellschaft der Wissenschaften zu
Göttingen, ...” veröffentlicht. Das Diarium übergibt er in einem Koffer
dem Mathematischen Seminar in Göttingen.
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Geduld ist die Pforte der Freude.

Schlussworte der Einführungsrede von Johann Gustav Hermes als Direktor
am Realgymnasium Osnabrück am 11. April 1899
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